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• 群Gの元x,yに対して，その交換子 [x,y]:= xyx―ly―1と表す．
に対して，単純k重交換子を
また， 元91,,,.,gk E G 
伽，92,・ ・ ・ ,g吋：＝［・ ・[[g1,g2],g3],・ ・ ],g吋
と表す．
• 群Gの部分群H,Kに対して， HとKの交換子群を [H,K]と表す．すなわち， [H,K]は
任意の hEHとkEKに対して， [h,k]たちで生成される Gの部分群のことである．
















Xt X2 X3 .. Xn-1 Xn 
p X2 Xl X3 ． Xn-1 Xn 
Q X2 X3 X4 .. Xn Xl 
s -1 X2 X3 .. Xn-1 Xn X1 





次に，自由群の自己同型群の重要な正規部分群を考える.H := H1(F: か Z)をFnのアーベル化
とする．凡の基底X1,.. ,Xnから， Hの自由アーベル群としての基底e1:= [x1], .. , en:= [xn] 
が誘導される．これを固定することでAut(H)とGL(n,Z)と同一視する．自由群の自己同型群
AutFnはHに自然に作用し，従って，準同型写像p:AutFn→ Aut(H) = GL(n, Z)を誘導す
る.Nielsen自己同型たちの pによる像は基本行列を生成することが分かり，したがって， pは
全射である.pの核を IAnと書いて自由群の IA自己同型群という 1.IA自己同型群は，後述す
るTorelli群の自由群類似である．
Inn凡を Fnの内部自己同型群とすると， lnnFnc IAnである.Nielsen [4]により IA2は
Inn的に一致することが知られているが，一般に IAnはInn凡よりはるかに大きい．実際，互
いに相異なる i,j, k E {1, 2, .. , n}に対して，
K,, , { x,>-+ x,'叩Xj, ' K況：｛叫→叫戸],




らず， IAnは組み合わせ群論的にも非常に複雑な群である．一方， Cohen-Pakianathan[8, 9], 
Farb [17], 及び河澄 [29]の独立した仕事により， IAnのアーベル化の構造も完全に決定され













~g」を向き付けられた，境界成分を 1 つもつ種数 g のコンパクトな曲面とし，基本群の基点
を境界上にとる．すると，均，1の基本群は階数が2gの自山群である．ここで，
Mg,l := Diff+(均，1,8) /isotopy 
を均，1 の写像類群という．すなわち， Mg,l は向きを保ち，境界成分を各点ごとに固定する ~g,l
上のco級自己微分同相写像のアイソトピー類 2たちのなす群である.Dehn, Nielsenらは，
g 2:1 に対して， Mg,l の町(~g,l, *)への作用が誘導する準同型写像Mg,l→Aut 1r1 (均，1,*)が
単射であることを示した［？］．特に Nielsenは， g2: 2のとき，その像が







対して Mg」が3g-1個のDehntwistで生成されることを示し， Humphries[23]は， 2g+1個
のDehntwistを生成系に持つ有限表示が与えた．今日， Harer[2], Wajnryb [59]及び Gervais
[19]らの結果を含む，多くの写像類群の有限表示が知られている．
Mg,lを自由群の自己同型群の部分群とみなすとき， Mg,lとIA自己同型群の共通部分
I9,1 := M9,1 n IA29 
を均1のTorelli群という．すなわち， Torelli群は曲面均，1の整係数 1次元ホモロジ一群
H1(均，1,Z)に自明に作用するような写像類たちのなすMg」の正規部分群である.Torelli群の














個の点P1,P公...,Pn E IntDをとる．すると， D2¥ {P1,P公・ ・ ・,Pn}の枯点を境界上にとれば，
その基本群は階数nの自由群である．ここで，
Bn := Homeo+(D2 ¥ {P1,P2, .. ,Pn}, 8)/isotopy 
をDハ{p1,P2,・ ・ ,Pn}の写像類群とし， n次の組紐群（ブレイド群， br叫dgroup)という．す
なわち，凡は向きを保ち，境界成分を各点ごとに固定する D八{p1,P2,・ ・ ,Pn}の同相写像のア
イソトピー類たちのなす群である．この Bnは，いわゆる， n本の糾紐のホモトピー類たちのな
す群に同型であることが知られている.Artinによる古典的な結果により， n;:::2に対して， Bn
の町(D八{p1,P2,・ ・ ,Pn})への作用が誘導する準同型写像Bn→Aut1r1(Dハ{p1,P足・・,Pn}) 
は単射であることが知られている．特に Artinはその像が




Pn := Bn nIAn 
を純組紐群（ピュアブレイド群， purebraid group)という．純組紐群Pnは，自由群の自己同
型群Aut凡の部分群として，






だろうか．その答えが閉道組紐群である．今， B3を股3内の単位球体とし， C := C1LJC2LJ・ ・ ・LJCn 
を，が内の xy平面内に埋め込まれた，非交和かつ unknottedなn個の向き付けられた円とす
る．このとき，
LBn := Homeo+(B叫C,8)/isotopy 




group)と呼ばれている 5. Goldsmith [20]の結果により， L恥はAut凡に埋め込めることが知
られている見特にその像は




PEn := LBn n IAn 
と書き 7, 自由群の基底—共役自己同型群 (basis-conjugating automorphism group)もしくは，
McCool群という.PEnは，自由群の自己同型群AutFnの部分群として，
{u E AutFn国＝叩叫c;1(e; E Fn)} 
と表せる.McCool [35]によって， PEnはKij(1 :S i c/j Sn)たちを生成元とし，以下のよう
な有限個の関係式からなる有限表示を持つことが知られている．
• [Kij,K叫=1, i < k, 
• [Kij,K叫=1, i < k, 
• [Kik,KijK叫=1
これまでに上述した群たちの関係は， 4つの群の拡大を含む以下の可換図式で表される．
1 > Pn一Bn ----+ 6n一1l 』|
1 > P~n 一 LBn ----+ 6n一1
）? 、 、
1 ----+ IAn ----+ Aut Fn~GL(n, Z) ----+ 1 
1 (n=2g) 『(n=2g) 『(n=2g)
1 -------+五1 — M9,1 一 Sp(2g,Z)一1
ここで， 6nはn次対称群であり，自由群凡の基底の罹換を表す群である．また，
















r n(l) := Fn, r n(k) := [f n(k -1), F,』, (k 2 2) 




Ar,(k) = {び EAutF', 口任意の XE凡に対して，
ある CxE「n(k+ 1)が存在して呼 =Xcx}
である．これらはAut凡に正規部分群の降下列
AutFn =ふ(0)っふ(1)っふ(2)つ・・
を定める．特に An(l)= IAれである．この降下列を Aut凡の Andreadakis-Johnsonフィル
トレイションと呼ぶ．歴史的には， Andreadakis[1]が一般の群の自己同型群に対してこのよう
な降下列を考察し汽以下の結果を得ている．
定理 4.1(Andreadakis [1]). (1)各k,l 2 1, 及び， uE Ar,(/り， XE几(l)に対して， X―lxrE 
r n(k + l).
(2)各k,l 2'.1に対して， [Ar,(k),Ar,(l)]c An(k + l). 
(3) nふ(k)= {1}. 
k:2'.1 























IAn = A~(l) っ A~(2) つ・・・
をIA自己同型群の降中心列とすると，各k2 1に対して
~(k) c An(k) 
である.Andredakis [1]によって， n=2の場合にすべての k2 1で，及びn=3の場合に
1 :Sk :S3で両者が一致することが示されている．これらが全てのn2 2, k 2 2で一致するの
ではないかというのがAndreadakis予想である．
予想 4.2(Andreadakis予想）．任意の n2 2, k 2 2 に対して， A~(k) = An(k)が成り立つ．
これまでに， Bachmuth[3] によって A~(2) = An(2)であることが知られている．この結果





定理 4.3(S. [58]). 任意のn2 3 に対して， A~(3) = An(3). 
しかしながら， Andreadakis予想は一般には成立しないことが， Bartholdi[4, 5]の計算機を
用いた一連の研究によって以下のように分かっている．
定理 4.4(Bartholdi [4, 5]). (1) A3(4)/A似4) 竺 (Z/2Z)〶14 El: (Z/3Z)〶3,
(2) A3(5) /北(5)竺 Z①3 EB(torsions) . 
すなわち，非安定域ではAndreadakis予想は否定的に解決されており，両者のずれも一般には
有限ではないことも示されている．
IA 自己同型群の降巾心列の各次数商を grk(~』:= A~(k)/~(A汀— 1) とおく．このとき，自





予想 4.5(Andreadakis 予想）．任意の n~2, k~2 に対して，依： grk(A~) • grk(An)は同型
写像である．
この観点から，最近， Darne[12]によって大きな進展があった．














を考えると， Johnsonフィルトレイションは中心的降下列であるから，各 k2: 1に対して
Mい(k)c M9」(k)である．しかしながら，一般にこれらは一致しない．実際， Johnson[28] 
による 'Ig」のアーベル化を決定した仕事からも分かるように， g2: 3に対して，
Mい(2)=J M9,1 (2) 
である．特に， JohnsonがBirmann-Craggs準同型を用いて記述したように， M9,1(2)における
刈，1(2)の指数は2の幕（有限）である．しかしながら，森田 [41]による Casson不変量を用い
た研究により， g2: 3 のとき， M9,1(3) における M~,1(3) の指数は有限ではないことが知られて
いる．このように，自由群の自己同型群のAndreadakis予想を写像類群に制限したものは，上
記の事実により直ちに否定的に解決されることが分かる．
さて，各k2: 1に対して， Johnsonフィルトレイションと， 'Ig」の降中心列の次数商をそれぞ
れ， grk(M9,1):= M9,1(k)/M9,1(k + 1), 炉(Mい，i):=Mい(k)/Mい(k+ 1)とおく．自然な
包含写像Mい(k)Y M9,1(k)は準同型写像
靡： grk(Mい）→ grk(M9,1) 
を誘導するが，これは同型写像からどれだけ離れているだろうか．これに関してはまず， Hain







匹 (M9,1):=〶 grも (M9,1)
k2:l 
がリー代数として，次数 1 部分 gr~(M9,1) で生成されることであり，これと gr~(Mい）竺
峠(M9,1)なる事実を組み合わせると上記の結果が導かれる．
一方， Hain[21]により， Ker(TJ2,1Q1)竺 Qであることが示され，森田 [39]により T/3,IQIが，森





凡(k):=ふ(k)n Bn, P~n(k) :=ふ(k)n LBn 
とおくと，これらはそれぞれ，凡と P~n の中心的降下フィルトレイションを定める．自山群





Pn =且(1) つ P~(2) つ···, P~n = P葛(1)つP葛(2)つ・・・
とする．すると，各k2: 1に対して, P~(k) こ Pn(k), P~ 以k)C P江ふかである最近,D紅並
[13]によって，糾紐群に対する Andreadakis予想が肯定的に解決された．






凡の降中心列 Fn=几(1)っrn(2)つ・・・を思い出す．これらの各次数商を .Cn(k):= 








各k2 1に対して，几(k)は凡の特性部分群であるから， Aut凡は自然に rn(k)に（右か




各k2: 1に対して準同型写像An(k)→Homz(H, Ln(k + 1))を
び→ ([x]→ [x―l研]), XE Fn 
で定義する．ここで，［］は剰余類を表す記号である．すると，定義より直ちに，この写像の核が
ふ (k+ 1)であることが分かり，従って，単射準同型写像
在： g抄（ふ） <--+H鸞zら(k+ 1)
が得られる．このTkをAut凡の第k-Johnson準同型写像という特に， TkはGL(n,Z)ー同変で












定理 5.1(Darne [12] + S. [56]). k 2:2, n 2:k + 2とするとき， Coker(rk)= Cn(k). 
一方，榎本直也氏と共同研究により， C~(k) の GL-既約分解における各既約成分の重複度に
関して，組み合わせ論的な記述を与えることができ，以下の定理を得た．
定理 5.2(榎本-S.[15]). n 2:k + 2 のとき， [C~(k) : L汀=[Res唇入： triv叶ここで，入はK




さらに， [15] において我々は， C~(k) に現れる HQ の対称テンソル，及び交代テンソルの重複度
に関して以下の明示的な結果も得た．
定理 5.3(榎本-S.[15]). k ?:2及び， n?:k+2に対して，
(1) [Coker(Tk,IQ!): sk底l= i. 





r(:1 : g抄(M9,1)'----+Homz(H, £29(k + 1) = H*⑭以迦(k+ 1) 
が得られる．これを写像類群の第k-Johnson準同型写像という．一般に，曲面の Poincare双
対性を考えることにより， Sp(2g,Z)—加群としての自然な同型 H* 竺 H があり，写像類群の
Johnson準同型の値域H*@z£29(k + I)を自然に， H@z£29(k + I)と同一視して考える．今，
自然な括弧積写像H@z£29(k + I)→ £29(k + 2), X@ Y→ [X,Y]の核を加1(k)とおく．森
田 [38]により，写像類群の Johnson準同型r(:1の像は [Jg」(k)に含まれることが示されている．
従って，写像類群のJohnson準同型の像が[)9,1(k)からどれだけずれているのかを決定するのが







への制限を考えるができる．各 k~l に対して， grk(Pn) := Pn(k)/Pn(k + 1), grk(PI; 叫：＝
PI;n(k)/PI;n(k + 1)とおくと，第 k-Johnson準同型写像
Tk: grk(Pn)→ H*@zら(k+ 1), ~ 戸： grk(PI;n)→ H*露ら(k+ 1) 
がそれぞれ定義される．簡単な考察から， H*Rz.Cn(k + 1)において， e;R[eji, eh, .. , ejk, 叫
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